用配方法解一元二次方程式

福安國中  林壽福

88.11.12

【緣 起】


新教材第三冊3-3利用漫畫製造一個解題——方程式 
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 ——的困境，這是引起學生學習動機的好點子，不過，教材接續作配方法介紹時，以
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 二式比較，進而導出配方法的解題步驟，似略嫌生硬，且少了情境的舖陳，不容易讓同學掌握感覺，在此擬提供另一角度的思維：由情境問題啟發同學的思路，再利用圖形割補的方式，達到操作學習效果，並與前章因式分解的操作精神前後互相呼應，這也是中國古代解同類問題的基本方法。

【引起動機】 （拋出問題，偵測舊經驗）
〔師問〕：上節課學了直接用平方根的方法解一元二次方程式，請問同學什麼類型的一元二次方程式可直接利用開平方法來求解？

〔甲生〕：
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〔乙生〕：
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〔師問〕：有沒有同學可以說得更一般化些？

〔丙生〕：等號的一邊是“完全平方式”，另一邊則是“非負常數”

〔師〕：很好。  （請同學上台解出甲生、乙生所舉例題）
       （出示教具）  製作紅、黃、綠三色軟磁鐵片

                         x              3          3
                                                             
                                                             3

                                                   

                   x      (            (  x      (  x       (  3
〔師〕：同學們！請思考一個問題：若一正方形的每邊都增加3公分，所得正方形的面積為81平方公分，試問原正方形的邊長是多少公分？（如下圖（一）所示）
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                                                                              x     3    3
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                               圖（一）                                          圖（二）  
〔生〕：可依題意列方程為
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，以開平方法得
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，故原正方形邊長為6公分。

〔師〕：若將圖（一）中 ( 部分拿走，再將剩下的 (、(、(部分拼成圖（二）的長方形，試用方程式表示長方形的邊長與面積之關係。

〔生〕：
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〔師〕：若將方程式左邊括號去掉，即成
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，要如何解這個方程式？

〔生〕：移項得
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，以“十字交乘法”得x = －12 (不合) or 6

〔師問〕：如果不以前一節所學的“十字交乘法”解之，同學們還有其他解法嗎？請“動動腦”！

【探究新知】  （把圖（二）拼成圖（三））
〔師〕：同學們！若要將圖(二)重新拼成正方形，就需要加入一個小正方形，試想一想：

（1） 所補入的小正方形邊長和面積各為多少？             x    3
（2） 補了小正方形後，表示所得正方形的邊長

和面積關係的方程式為何？                  x     (     (
  

〔學生討論，上台板演〕                           3     (
〔生〕：  得 
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                                 圖（三）
〔師〕：從圖（三）可看出，補加一個小正方形後，得到一個邊長（x+3）的正方形。原理是：


兩邊同時加32，進而使得等號左邊變成一個“完全平方式”，
再直接利用開平方法解出方程式。

這就是解一元二次方程式的“配方法”。

〔師問〕：方程式
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，試問左邊 
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添加的常數與方程式的哪一項係數有關？有什麼關係？

〔生〕：所添加的常數與原方程式的一次項係數有關，是一次項係數一半的平方。

〔師〕：很好！再請問同學們，將方程式左邊配成完全平方式的時候，我們應用了什麼公式？

〔生〕：
[image: image15.wmf]2

2

2

)

(

2

b

a

b

ab

a

±

=

+

±


〔師〕：完全正確。

【鞏固新知】
〔師〕：添加常數來配成“完全平方式”，是以配方法解一元二次方程式的關鍵，也是困難的所在，我們再作進一步練習：

（出示小黑板）
代數式
變形式
添加的數
配成的完全平方式

x 2 － 4x
x 2 － 2‧   ‧x
             
              

x 2 + 5x
x 2  + 2‧   ‧x
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〔師〕：同學們自己試作一題看看，以配方法試解：x 2 －4x－1 = 0



    （請同學上台板演過程，集體加以評定）

〔師問〕：同學們！前面解x 2  + 6x = 72時，我們似乎使用了不同的方法，即“因式分解法”與“配方法”，你們覺得這兩個方法效用如何？

〔甲生〕：因式分解法較簡單。

〔乙生〕：結合了面積割補的操作，配方法似乎蠻容易理解體會的。

〔師〕：好！兩位同學都答得很好！

〔師問〕：是否任何一道一元二次方程式的問題，都可用這兩種方法求解呢？

   


（同學們陷入沉思，有些人則提筆推算，尋求解答）

 




  ※ 老師適時給予提示
〔師〕：同學們！剛才那一題 x 2 －4x－1 = 0 ，試以“十字交乘法”解解看。

〔生〕：老師！此題似無法以“十字交乘法”解之。

〔師〕：沒錯！有些題目確實無法以“分解因式” 的方法解之。“配方法”可說是我們的新“絕招”。

〔師〕：同學們！再試一題： x 2 －2x－399 = 0 ，兩種方法都試試看。

 


  ※ 老師作行間巡視，協助、指導同學

  （待一半以上的同學解好，即指定兩位不同方法的同學上台板演，大家討論、評定）

〔甲生〕：

x 2 －2x = 399





x 2 －2x + 12 = 399 + 12


       （x －1）2  =  400 

    x －1  = ±20 





∴ x = 21  or －19 

〔乙生〕：

x 2 －2x－399 = 0




1

－21




   （x －21）（x +19） = 0             1
  
 19





∴ x = 21  or －19                －21+19 = －2

〔師〕：乙生方法，要找到399的二個因數21、19似乎不容易。

同學們！對於“配方法”的使用時機，你們有什麼樣的體會？

〔生〕：以“十字交乘法”不易求解或無法解的題目，都可以使用“配方法”為之。

〔師〕：答得很好！老師就以古代一道著名的題目當作挑戰同學的作業：


      數學名著《九章算術》“勾股章”有一道算題：    x 2  + 34x=71000

      同學們兩種方法都試試看。



  隨堂練習：


   1.  x 2  + 2x－1 = 0
      2. x 2 － 4x = 3
      3. 
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    （請三位同學上台板演，集體討論、評定）

〔師問〕：以上三題的共同特徵是什麼？

〔甲生〕：都不能使用“十字交乘法”。

〔乙生〕：二次項係數皆為1

（老師試著將 
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 兩邊各乘2，提出新問題）

〔師問〕：若把方程式 2x 2  + 3x－1 = 0 兩邊都加上 
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〔生〕：不能

〔師問〕：為什麼？如果要以“配方法”解2x 2  + 3x－1 = 0，關鍵是什麼呢？

〔生〕：以二次項係數同時除以方程式兩邊，化成 
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〔師〕：所以，對於二次項係數不是1的一元二次方程式可以用“配方法”求解嗎？

〔生〕：可以


     
 隨堂練習：




  
  

2x 2 －6x－3= 0

【歸納結論】
〔師〕：我們一起來歸納“配方法”的解題基本步驟：




ax 2  + bx+c = 0  （a ≠0）

  （先由學生自己歸納，舉手發言，老師充分聽取學生見解，並協助邊聽邊板書，最後作歸納總結）

〔師〕：共四個步驟：

（1） 化二次項係數為1。
（2） 移項，讓左邊只含二次項及一次項，右邊為常數。

（3） 兩邊同加一次項係數一半的平方，使左邊配成一個“完全平方式”。

（4） 配方後，再以開平方法求出其根。

〔師問〕：同學們注意到一個問題否？左邊配成完全平方式，那麼右邊常數應該是什麼數，才能讓方程式有意義？

〔生〕：非負常數。

〔師〕：完全正確。



   作 業：

1. 試解下列方程式：

（1）x 2  + x－1 = 0

  （2）3x 2 － 1 = 6 x
2. 填充，解二元方程式 x 2  + ax－b = 0

   解：
x 2  + 2‧   ‧x =        



x 2  + 2‧   ‧x + (        ) 2 =        



[ x + (     ) ] 2  = (          )




當              時 ， x =              
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